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1 Diviseurs communs a deux entiers naturels

Propriété 1

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
L’ensemble des diviseurs communs a a et a b admet un plus grand élément.

Preuve. L’ensemble des diviseurs commun & a et a b est non vide (il contient au moins 1) et fini
(c’est l'intersection de deux ensembles finis) : il admet donc un plus grand élément.

Définition 1 — PGCD

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Le plus grand diviseur commun & a et a b est noté PGCD(a;b).

Exemple. Détermination de PGCD(6;15)
L’ensemble des diviseurs de 6 est : {1;2;3;6}
L’ensemble des diviseurs de 15 est : {1;3;5;15}
donc PGCD(6;15) =3

Remarque. Si b divise a alors PGCD(a;b) = b.
exemple : PGCD(10;5) = 5.
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2 Recherche du PGCD : l’algorithme d’Euclide

Propriété 2

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que la division euclidienne de a par b donne :
a=>bg+ravec0<r<hb.

Alors 'ensemble des diviseurs commun a a et & b est égal a I’ensemble des diviseurs communs a
betar.

Preuve. Si d divise a et b alors d divise a — bq, soit r. Donc d divise r.
Si d divise b et r alors d divise bg + r, soit a. Donc d divise a.

Propriété 3 — (se déduit immédiatement de la propriété précédente)

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que la division euclidienne de a par b donne :
a=0bg+ravec0<r<hb.
Alors PGCD(a;b) =PGCD(b; r).

Exemple. PGCD(15;6)
15=6x2+43
PGCD(15;6) =PGCD(6;3) = 3
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[ Propriété 4 — Recherche du PGCD par I’algorithme d’Euclide

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b ne divise pas a.

On fait la suite des divisions euclidiennes :

a par b a = bqo + ro 0<ro<b PGCD(a;b) =PGCD(b; 1)
b par ro (si ro # 0) b=roq +71 0<r <o PGCD(b;r9) =PGCD(rg;71)
ro par ri (siry #0) ro =T1q2 + T9 0<ry<r PGCD(rp;r1) =PGCD(ry;72)

ricipar i (r; #0) | ri =71ic1giv1 + 101 | 0 < 7ig1 <71 | PGCD(r-1;7;) =PGCD(r4;7i41)

On s’arréte quand le reste r; est nul.

Le dernier reste non nul dans ’algorithme d’Euclide est le PGCD de a et b.

Exemple. PGCD(450;147)

450 =147 x 349

147 =9x 16+ 3

9=3x3+0

3 est le dernier reste non nul dans l’algorithme d’Euclide donc PGCD(450; 147) = 3.

Propriété 5

Soit a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls. PGCD(ac; bc) = ¢xPGCD(a; b).

Preuve. Dans l'algorithme d’Euclide on multiplie par ¢ chaque membre des égalités (division) et des

inégalités (reste).
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2.1 Nombres premiers entre eux

Définition 2

On dit que deux entiers naturels a et b sont premiers entre eux lorsque leur PGCD est égal a 1.

Propriété 6 — caractérisation du PGCD

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Dire que d est le PGCD de a et de b équivaut a dire
que a = da’ et b= db’ avec PGCD(a;V') = 1.

Preuve. Sens direct :

Supposons que PGCD(a;b) = d, on peut donc écrire a = da’ et b = db'.
Or, d’apres la propriété 5, PGCD(da’; db') = dxPGCD(d’; V).

On a donc d = dxPGCD(d’;b'), ce qui prouve que PGCD(d; V) = 1.

Réciproquement :
sia=da' et b=dl et si PGCD(d/;b') = 1, alors :
PGCD(a;b) =PGCD(dd’; db’) = dxPGCD(a’; V') = d.



